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渗透作用下多孔介质中循环浓度 
污染物的迁移过程研究 
李华伟，白  冰，王梦恕，许  韬 

（北京交通大学 土木建筑工程学院，北京 100044） 
 

摘  要：根据饱和多孔介质中考虑释放效应的一维渗透作用的可溶性污染物的迁移控制方程，通过 Laplace 变换和 Fourier
变换及其逆变换求得相应的通解形式。根据半无限体表面可溶性污染物点源注入情形下的基本解，通过积分方法得到半无限

体表面圆形区域上作用循环浓度污染物后，在多孔介质内部污染物迁移过程的求解方法。作为一个典型算例，对渗透作用下

循环浓度污染源引起的多孔介质中的迁移过程进行分析。算例表明，当污染源浓度为周期变化时，多孔介质内部污染物的浓

度随时间增长由不稳定的周期变化过程逐渐过渡到稳定的循环过程，而某一深度处污染物浓度的相位则相应滞后。此时，稳

定后的污染物浓度周期与污染源浓度周期相同。实际上，随多孔介质表面污染源浓度的周期变化，在靠近多孔介质表面一定

深度范围内的污染物浓度在深度方向也呈增大或减小的交替变化过程。另一方面，在污染源循环变化过程中污染物不断向深

处推进，而最终其影响范围限定在某一深度内。 
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Contaminant transport under seeping condition in porous media with a 
contaminant source of cyclically variable concentration 

 
LI Hua-wei,  BAI Bing,  WANG Meng-shu,  XU Tao 

（School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China） 
 

Abstract: The governing equations for miscible contaminant transport in saturated porous media with release effect are developed 
under the 1-D seepage condition, and an elementary solution is derived using the Laplace and Fourier transforms and their inverse 
transformation for the case of a point contaminant source which is instantaneously released from the surface of a half-space body. 
Then the analytical expression of the contaminant concentration in porous medium subjected to a circular contaminant source is 
derived from the elementary solution. A calculation example for cyclic contaminant source is analyzed. It is shown that the 
contaminant concentration in a porous medium varies in a cyclic manner under a cyclic contaminant source applied on the porous 
surface, and finally reaches a quasi-steady state with the same cyclic period as the contaminant source. However, the phase of 
concentration fluctuation at a given depth lags behind the contaminant source. At steady state, the cyclic period of contaminant 
concentration in the porous medium is the same as that of the contaminant source. In practice, as the contaminant source cyclically 
fluctuates at the surface of porous medium, the concentration of contaminant in a porous medium around the surface also increases or 
decreases alternately in the direction. On the other hand, the contaminant gradually penetrates towards depth and eventually reaches a 
definite depth away from the surface.  
Keywords: seepage effect; miscible contaminant; porous medium; governing equation; cyclic contaminant source 
 

1  引  言 

水力渗透作用下可溶性污染物迁移过程的研究

在地层中污染物扩散治理、石油资源开采、核废料

处置等方面有很重要的应用价值[1－2]。这些污染物

包括铅、砷、汞、镉等重金属离子，也包括磷、氮

植物营养素、氧化物和硫化物、化学农药以及各类

有机合成产物等。此外，还包括带有病菌的城市垃
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圾以及各类工厂排出的废水、废物以及锶和铯等放

射性污染。 
研究人员已开展了较多的可溶性污染物的迁移

机制、吸附作用和释放效应的室内试验研究，并基

于这些结果建立了很多渗透作用下污染物迁移运动

的理论模型。Jungnickel 等[3]建立多种离子通过黏土

衬垫层的耦合迁移模型，分析了氯化钠在饱和高岭

土中的迁移。Patrick 等[4]研究固结效应对污染物迁

移的影响，认为扩散和固结引起的对流作用对溶质

迁移起重要作用。Yadav 等[5]考虑非稳态流动和溶

质迁移条件，假定流速和水动力弥散系数均为时间

和空间的函数，建立半无限非均质土体的对流弥散

模型，并求得脉冲型点污染源下的解析解。Jaiswal
等[6]提出两种变系数对流扩散模型，一种是均匀介

质均匀流条件下弥散系数与时间相关的模型；另一

种是非均匀介质非均匀流条件下，并使用 Laplace
变换得到半无限区域内当污染源注入方式为均匀脉

冲输入和不均匀脉冲输入条件下的解析解。Peters
等[7]分别基于欧拉坐标系和拉格朗日坐标系下的迁

移模型和固结方程，比较了大变形和小变形两种情

形下的特点。Guerrero 等[8]求得污染物在不均匀多

孔介质中在空间上的一维线性变系数对流扩散方程

的解析解。Chen 等[9]得出污染物在二维有限区域

中，对流扩散方程在第 1 类和第 3 类注入边界条件

下的解析解。 
定期释放或排出的循环浓度污染物引起的多孔

介质中污染过程及其处理过程在化学工业、石油工

业、医药工业中是一类典型的问题[10－11]。为此，本

文建立了考虑释放效应的一维渗透及三维弥散效应

的渗透迁移模型，通过 Laplace 变换和 Fourier 变换

及其逆变换求得控制方程的通解。利用积分方法得

到半无限体表面圆形区域注入循环浓度污染物时迁

移过程的求解方法。 

2  控制方程及通解形式 

饱和半无限多孔介质（即在 x和 y方向为无限

域，z 方向为半无限域）在 z 方向存在一维稳定渗

透水流，而污染物的弥散效应为三维过程，则渗透

迁移控制方程为[12－13] 
2 2

2 2

2

2
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（1） 

式中：x和 y为垂直于渗流方向的坐标；z为沿渗流

方向的迁移距离；C 为液相中污染物的浓度；n 为

介质的孔隙率； xD 、 yD 、 zD 分别为 x、y、z方向

的水动力弥散系数；u 为孔隙间平均渗流速度；t
为时间； 为沉积在多孔介质表面的污染物浓度；

s 为介质颗粒密度； dk 为沉积系数； rk 为释放系数。 
实际上，沉积系数 dk u ，而系数与沉积在

多孔介质基质上污染物的浓度有关，当污染物浓度

较小时可简单假定为常数。释放系数 rk 表征吸附到

颗粒表面的污染物的再释放效应。 
假定初始时刻多孔介质内无污染物存在，之后

再注入随时间和坐标变化的污染物，则初始条件为 

( , , ,0) 0 
( , , ,0) 0

C x y z
x y z

 
 

           （2） 

而边界条件可写为 
( , ,0, ) ( , , ) 
( , , , ) 0
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
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         （3） 

令 
 

 0 ( , , , )e dstC C x y z t t            （4） 

 

 0 ( , , , )e drzC C x y z s z            （5） 

式中：s 和 r 分别为关于 t 和 z 的 Laplace 变量；

( , , )g x y t 为多孔介质表面的污染物浓度分布随时间

的变化函数。 
通过 Laplace 变换，并考虑 Leibniz 积分法则，

那么将式（1）中 ( , , , )C x y z t 对时间 t进行 Laplace 变
换，并注意初始条件式（2）可得 

2 2 2
r d
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（6） 
然后，式（6）两边对 z做 Laplace 变换，并注

意边界条件式（3）可得 
2 2
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式（7）两边先后对 x和 y做 Fourier 变换，并

经过适当整理，可得 
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式中：w和分别为关于 x和 y的 Fourier 变量，而 

/(2 )zA u D               （9） 

1/ 2

2 2 2 d

r
x y z

k sB A D w D s D
s k


  

        
（10） 

Abramowitz 等[14]得到关于式（8）的 Laplace
逆变换，并注意 ( , , , ) 0C x y t  ，得 

exp( )exp( )xy xyC g Az Bz         （11） 

式（11）中， exp( )Bz 可记为 

2

1
2

r r r d
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     （12） 

式中： 2 2 2
dx y zE D w D D A k    。 

另一方面，根据 Sim[13]的推导结果可知： 

r

1
0 r

r r

 1/ 2
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1
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  （13） 

式中： 1L 为 Laplace 逆变换算子； 0 ( )f s 为任意函数

0 ( )f t 的 Laplace 变换； 为任意常数； 0I 为零阶第

1 类变形 Bessel 函数。 
这里，可定义函数 0 ( )f t 为[13, 15] 

2
1 1

0 23 1/ 2( ) exp
(4 ) 4

f t t
t t
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则函数（14）关于时间 t的 Laplace 变换为 

1/ 2
0 1 2( ) exp ( )f s s             （15） 

式中： 1 和 2 均为任意常数。 
于是，由函数关系式（15）可进一步得到 

1
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比较式（ 12 ）和式（ 16 ），令 r dk k  ，

1 / zz D  ， 2 rE k   ，则有 

0 r
r

( , , , )h x y z s f s k
s k
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于是，式（17）可写成 

r

1
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由 Laplace 变换的性质并注意 ( , , ,0) 0R w z  ，

得 
1 1

r( , , , ) / [sh /( )] [ ( , , , ))]R w z t t L s k L sR x y z s        
（19） 

于是，由式（14）和式（18）可得 

r
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类似地，可以得到 
1

r
( , , , )[exp( )] ( , , , ) R w z tL Bz k R w z t

t


 
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
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另一方面，由于存在： 
2 2 2

dx y zE D D D A k            （22） 

可得 exp( )Et 关于 x的 Fourier 逆变换为 

1

2
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式（23）关于 y的 Fourier 逆变换为 
1 1

2 2 2

d

1{ [exp( )]}
4

exp
4 4 4

y x
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F F Et
t D D

x y u t k t
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    （24） 

于是，根据 Fourier 变换的卷积定理，可得式

（11）在真实空间上的一般解为 
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（25） 
式中：p、l、 均为虚拟变量，而 
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3  多孔介质表面圆形域注入污染物 

假定各向同性的半无限多孔介质表面 ( , ,P x y   
0) 点处瞬时注入浓度为 ( , , )g x y t 的污染物，则有 

( , , ) ( ) ( ) ( )g x y t I x x y y t t           （27） 

式中： /I M u 为瞬时点源强度，而M为污染物的

注入质量； ( )  为 Dirac delta 函数； x和 y为瞬时

点污染源的坐标， t为瞬时污染源的注入时刻。 
将式（27）代入式（25），并注意到 Dirac delta

函数的积分性质，这里采用圆柱坐标 ( , )r z 表示，则

可得点源问题的解为 




13/ 2 1/ 2

2 3 40

3 4

( , , , ) ( , )
8 ( )

( ) ( , ) ( , , , )d

      ( , ) ( , , , )

x y z
t t

IC x y z t A z t t
D D D

A t t A z A x y z

A z t t A x y z t t

  


  


 

  

   

（28）

 

其中，有 
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3 5/ 2( , ) zA z t
t

             （31） 
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（32） 
式中： 1I 为一阶第 1 类变形 Bessel 函数， 2(R r   

2 1/ 22 cos )r rr    。 
当半无限多孔介质表面圆形区域内（圆形为

O，半径为 a），在 t  0 时刻连续注入浓度随时间 t
变化的污染物时，假定污染源浓度分布为 q(t)。那

么，多孔介质内部污染物的迁移过程相当于无数个

强度为 ( , , )d d dI q x y t x y t 点源注入情形下污染物迁

移过程在时间和空间上的叠加[16]。假定水平向水动

力弥散系数相等（即 x yD D ），而竖向水动力弥散

系数为 zD 。于是，多孔介质内污染物的渗透迁移浓

度可由式（28）在空间域上和时间域上通过积分求

得，即 
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（33） 
式中：( , , )x y z 为介质内计算点处的坐标；( , )x y  为

污染面 ( 0)z  的坐标； 为时间积分变量。 

4  算  例 

假定半无限体表面圆形区域上存在浓度随时间

为周期性变化的污染源（见图 1），其浓度分布为[17] 

a 0( ) cos( )q t q q t           （34） 

式中： aq 为污染源平均强度； 0q 为循环污染源强度

的半幅值； 2 / Z   为频率，Z为周期； 为相位。 
这里假定 a 0q q ， Z  50 s，  0，此时无量

纲浓度为 0 0/ /(2 )C C C q ，而定义 0 02C q 。 
 

 
图 1  污染源浓度周期变化过程 

Fig.1  Cyclic variation of contaminant concentration 
 

参考已有文献[18－19]，拟定计算参数为：水

平向水动力弥散系数 rD  0.1 cm2/s，竖向水动力弥

散系数 zD  1 cm2/s，渗流速度u  0.2 cm/s，沉积系

数 dk  0.02 1s ，释放系数 rk  0.001 1s 。 
当污染源浓度为周期变化时（污染源半径 a   

10 cm），则多孔介质内部污染物的浓度随着时间的

增长逐渐由不稳定的周期变化过程逐渐过渡到稳定

的循环过程（见图 2），而某一深度处污染物浓度的

相位则相应滞后于污染源的相位。例如，在第 1、2、
3、4、5 周期，污染源浓度峰值所对应时间 t分别为

0、50、100、150、200 s（即图 1 中的点 A1、A2、
A3、A4、A5 …），而深度 z  10 cm 处污染物浓度

达到峰值所需时间 t则分别为 23、68、118、168、
218 s。然而，随着时间的增长，稳定后的污染物浓

度周期与污染源浓度周期相同（即 t  50 s）。而随

着深度的增加（即 z分别为 10、20、30 cm），污染

物浓度由不稳定循环过程到达循环稳定过程所需时

间相应延长，稳定后污染物浓度的幅值则要小得多，

而其相位也要相应滞后。图 2 中同时给出恒定污染

源（即 0q  0）的演化过程，表明在较早的时间内

污染物浓度一般大于循环污染物浓度的平均值（如

t  25 s），而后随着时间的增长，两者趋于一致。 
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(a) r=0 cm                                                   (b) r=5 cm 

 

        
(c) r=8 cm                                            (d) r=10 cm 和 r=20 cm 

图 2  污染物浓度随时间的变化过程 
Fig.2  Variations of contaminant concentration with time 

 
由图 2 可以看出，随着离开污染源中心距离的

增大（ r  0 5 8 10 cm），污染物浓度由不

稳定状态过渡到稳定状态所需的时间略有延长，而

同一深度处的污染物浓度幅值则要显著减小。例如，

当 r  20 cm 时（参见图 2(d)中， r  20 cm， z      
10 cm），污染物浓度平均值 0/C C  0.000 2（即为对

应恒定污染源的值，且 0/C C  0.001），可认为已没

有污染。 
由图 2(a)和图 2(b)的比较可以看出（例如，当

r  0 和 r  5 cm 时），在靠近污染源中心较近距离

的范围内污染物的衰减十分缓慢。然后，随着离开

污染源水平距离的增大，多孔介质内污染物衰减过

程则明显增大（如图 2(c)和图 2(d)的比较）。 
图 3 给出不同相位点（即图 1 中的点 B1、B2、

B3 和 A2、A3、A4）时刻污染物浓度沿深度的波动

过程。可以看出，在靠近多孔介质表面一定深度范

围内，随多孔介质表面污染源浓度的周期变化，多

孔介质内污染物浓度在深度方向也呈反复增大或减

小的非稳态波动变化过程。然后，在污染物循环变

化过程中（如谷底相位点 B1B2B3；或者

峰值相位点 A2A3A4）污染物不断向深处

推进，并最终趋于准稳态循环变化过程。计算表明，

在第 4 周期和第 5 周期开始的污染物峰值相位点

A4 和 A5 处（相应时间 t分别为 150、200 s），污染

物浓度沿深度分布已十分接近，两者浓度 0/C C 差

值小于 0.003。如果定义当 0/C C  0.001 时的深度为

污染深度，那么当污染物迁移进入准稳态循环变化

过程后，其最大污染深度为 0z  76 cm（即 0 /z a   
7.6）。 

图 4 给出污染源边缘下（即 r  10 cm）沿深度

方向污染物迁移的波动过程。可以看出，比之污染

源中心下（即 r  0）的污染物浓度（见图 3），污染

物浓度明显减小，而污染物穿透深度也明显减小（即

污染深度为 0z  66 cm， 0 /z a  6.6），此时 0/C C   
0.001）。最终，也随循环周期的变化而逐渐趋于稳

定。另一方面，由图 3、4 的比较可以看出，在污染

源边缘下一个很小的深度范围内，污染物即产生明

显衰减，实际上体现了多孔介质表面局部区域污染

时，污染物向外和向下显著的扩散效应。 
图 5 给出不考虑和考虑污染物沉积后的释放效

应，以及选取不同的释放系数（即假定 rk 分别为 0、
0.001、0.01、0.1 1s ）等几种情况后的循环污染物
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的迁移过程（ r  0， z  10 cm）。可以看出，随着

释放系数的增大，多孔介质中污染物的浓度有所增

大，即沉积在基质表面的污染物有减小的趋势，而

只有当释放系数超过 rk  0.01 1s 差异才逐渐增大。 
 

         
(a) 污染源处于波谷                                          (b) 污染源处于波峰 

图 3  污染源中心下浓度沿深度的波动过程 
Fig.3  Concentration fluctuations along depth under the center of contaminant source 

 

         
(a) 污染源处于波谷                                            (b) 污染源处于波峰 

图 4  污染源边缘下浓度沿着深度的波动过程 
Fig.4  Concentration fluctuations along depth under the edge of contaminant source 

 

 
图 5  释放效应对污染源迁移过程的影响 

Fig.5  Effect of contaminant release on transport processes  

5  结  论 

（1）通过 Laplace 变换和 Fourier 变换及其逆变

换求得考虑释放效应的一维渗透作用和三维弥散效

应的可溶性污染物的迁移控制方程的通解形式，进

而得到半无限体表面局部区域上作用污染物后污染

物迁移过程的求解方法。 
（2）当污染源浓度为周期变化时，多孔介质内

部污染物的浓度随着时间的增长由不稳定的周期变

化过程逐渐过渡到稳定的循环过程，而某一深度处

污染物浓度的相位则相应滞后于污染源的相位。 
（3）随着时间的增长，稳定后的污染物浓度周

期与污染源浓度周期相同。而随着深度的增加，稳

定后污染物浓度的幅值则要小得多，而其相位也要

相应滞后。 
（4）在靠近多孔介质表面一定深度范围内，随

多孔介质表面污染源浓度的周期变化，多孔介质内

污染物浓度在深度方向也呈反复增大或减小的非稳

态波动变化过程。然后，在污染物循环变化过程中

污染物不断向深处推进，并最终趋于准稳态循环变
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化过程。 
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